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факторизацию множества объектов путѐм представления его как множества классов эквивалент-
ности; проецирующее фактор-множество пространства. Приведено обоснование теоретико-
множественного представления операции проецирования и разработаны на основе этого представ-
ления конструктивные алгоритмы решения позиционных задач на пересечение геометрических 
объектов пространства. Конструктивные алгоритмы реализованы в программной среде САПР 
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лить понятия «геометрическое моделирование» и «3D-моделирование». Предлагаемый подход к 
автоматизированному решению позиционных задач по существу представляет собой 3D-
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Введение 
Известны различные способы решения позиционных задач на взаимное пересечение ли-

ний, плоскостей и поверхностей в евклидовом пространстве E3. Каждый способ не является 
универсальным и применяется для пересекающихся геометрических объектов определѐнного 
класса и расположения [1-3]. Например, для двух поверхностей вращения с параллельными 
осями применяется способ секущих плоскостей, который в частных случаях может приме-
няться и для поверхностей вращения с пересекающимися осями. Способ концентрических 
сфер применяется для двух поверхностей вращения с пересекающимися осями, а способ экс-
центрических сфер – для поверхностей вращения и циклической. 

Каждому из известных способов даѐтся упрощѐнное объяснение, основанное на пред-
ставлениях о геометрической форме пересекающихся объектов и свойствах этой формы. 
Применяемые способы реализуются на проекционном чертеже, в т.ч. системами автоматизи-
рованного проектирования (САПР) [4-6]. Проекционная реализация сопровождается реше-
ниями дополнительных задач, например, определения видимости линии пересечения и пере-
секающихся поверхностей, поиска опорных точек линии пересечения и других задач. Суще-
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ствующие способы выполнения проекционного чертежа при явном функциональном разли-
чии инструментов, реализующих эти способы, основаны на одних и тех же проекционных 
алгоритмах [7]. Без мыслительно-образного взаимодействия между выполняемыми на чер-
теже построениями и соответствующими им в пространстве геометрическими формами и 
конструкциями невозможно получить верное решение позиционных и других геометриче-
ских задач. 

Целью настоящей работы является выведение конструктивных алгоритмов решений по-
зиционных задач на автоматизированный уровень их применения в пространстве E3. Алго-
ритм конструктивного решения геометрической задачи (конструктивный алгоритм) часто 
используется в геометрических исследованиях и является основным инструментом решения 
геометрических задач на плоскости и в пространстве [8-10]. 

Для достижения цели работы необходимо решить две задачи.  
 Разработать теорию конструктивных алгоритмов решения позиционных задач на пересе-

чение в пространстве E3, в рамках которой известные способы решения этих задач полу-
чат системное обоснование с единых позиций.  

 Показать возможность практической 3D-реализации предложенных конструктивных ал-
горитмов на основе использования отечественных САПР, в частности КОМПАС-3D. 

1 Теория конструктивных алгоритмов  
Между элементами α1 и α2 множества А в пространстве E3 может быть установлено от-

ношение эквивалентности ∆: α1∆α2, если для всяких элементов α1, α2, α3 множества A выпол-
няются следующие условия [11, 12]: 
 рефлексивность: α ∆ α, αA, 
 симметричность: α1 ∆ α2 = α2 ∆ α1,  (α1, α2)A, 
 транзитивность: (α1 ∆ α2, α2 ∆ α3)α1 ∆ α3,  (α1, α2, α3)A. 

Подмножество элементов, соответствующих элементу α в отношении эквивалентности ∆ 
называется классом эквивалентности. Характеристическое свойство отношения эквивалент-
ности порождает разбиение всего множества элементов на классы эквивалентности.  

Пусть ∆ есть отношение эквивалентности на множестве элементов A. Для каждого эле-
мента α A его класс эквивалентности K представляет собой множество всех элементов β 
A, для которых выполняется α ∆β. Пусть K1   K2 = β. Тогда имеет место α1 ∆β и α2 ∆β, 
откуда следует, что β ∆ α2 (по симметричности), α1 ∆α2 (по транзитивности) и α2 ∆α1 (по 
симметричности). Поэтому для каждого β из эквивалентности α1 ∆β следует α2 ∆β и наобо-
рот. Очевидно, что классы K1 и K2 совпадают. Каждый элемент α A, в силу рефлексивно-
сти, принадлежит определяемому им классу эквивалентности, и всѐ множество элементов A 
может быть разбито на непересекающиеся классы. 

Примерами отношения эквивалентности служат отношения подобия и конгруэнтности, параллельность в 
плоскости E2 и в пространстве E3. Перпендикулярность не является отношением эквивалентности. Представле-
ние некоторого множества в виде непустых и попарно непересекающихся классов {Ki}iI называется разбиени-
ем множества. Множество классов эквивалентности называется фактор-множеством данного множества эле-
ментов по отношению эквивалентности, а операция разбиения множества на классы эквивалентности называет-
ся факторизацией. 

Пусть Qn есть множество элементов в пространстве En такое, что каждому элементу α
Qn соответствует набор переменных параметров (α1, α2, …, αn), определяющих его положение 
во множестве Qn. Если αn = t (действительное число), то в Qn выделяется некоторое подмно-
жество Φn-1, каждый элемент которого определяется набором из n-1 параметров. Если для 
двух элементов αQn и βQn с соответствующими наборами α(α1, α2, …, αn) и β(β1, β2, …, 
βn) выполняется условие αn = βn = t, то оба элемента α и β принадлежат некоторому подмно-
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жеству Φn-1. Введѐнное здесь условие инцидентности есть отношение эквивалентности ∆ , а 
подмножество Φn-1 – (n-1)-мерный класс эквивалентности.  

Например, в пространстве E3 каждая точка определяется тройкой координат (x, y, z). Если z = t, то в E3 об-
разуется плоскость, которой принадлежат все точки (x, y, t). Если давать параметру t некоторое приращение ∆t: 
t + ∆t = t1, t1 + ∆t = t2, …, tn-1 + ∆t = tn, получается дискретное множество плоскостей, перпендикулярных оси z. 
Никакие две плоскости этого множества не пересекаются, а непрерывное объединение всех плоскостей при 
непрерывном изменении параметра t заполняет всѐ множество Qn. Очевидно, плоскость z = t есть класс эквива-
лентности, а всѐ множество таких классов представляет собой фактор-множество по отношению к E3. 

Можно сделать следующее обобщение. При фиксировании двух параметров из набора 
α(α1, α2, …, αn) во множестве Qn выделяется подмножество Φn-2. При непрерывном измене-
нии значений этих двух параметров, получается непрерывное двухпараметрическое множе-
ство (n-2)-мерных подмножеств, представляющих собой классы эквивалентности, попарно 
непересекающиеся и непрерывно заполняющие всѐ множество Qn. Обобщение рассуждения 
приводит к выводу, что при фиксировании m параметров в наборе α(α1, α2, …, αn), m < n, ис-
ходное множество Qn разбивается на m-параметрическое множество (n-m)-мерных классов 
эквивалентности, в каждом из которых содержится (n-m) параметрическое множество эле-
ментов из множества Qn. Очевидно тождество m + (n-m) = n. Пусть l = (n-m). Тогда разбиение 
множества Qn на классы эквивалентности имеет вид: Φm(l)Qn, m + l = n, где Φm(l) есть m-
мерное фактор-множество, состоящее из l-мерных классов эквивалентности φl. Таким обра-
зом, можно записать в символьном виде: 

Φm(l) Qn,   Φm(l) =
m
 φ(l),   m + l = n,                                             (1) 

где 
m
 φ(l) – это непрерывное m-параметрическое объединение l-мерных классов эквивалент-

ности φ(l). Очевидно, операция факторизации множества Qn в общем случае не единственна. 
Представление инцидентности как отношения эквивалентности позволяет перейти к 

представлению операции проецирования в пространстве En, тоже как отношения эквива-
лентности.  

В пространстве En между множествами A и B могут быть 
установлены различные соответствия, если сопоставить эле-
менту α A один или множество элементов β B (см. рису-
нок 1). Сопоставление может быть выполнено конструктивно, 
т.е. путѐм соответствующих построений. Пусть пространство 
En разбито на классы эквивалентности согласно схеме на ри-
сунке 1. Для этого образ β и прообраз α в конструктивном со-
ответствии должны принадлежать одному классу эквивалент-
ности φl, который называется проецирующим классом. При 
этом под отношением эквивалентности ∆ понимается инци-
дентность элементов α и β одному проецирующему классу φl 
[13]. При разбиении пространства En на проецирующие клас-
сы необходимо выполнение некоторых условий: 
 через каждый прообраз α проходит один класс эквива-

лентности φl; 
 элементы-прообразы, через которые проходит множество 

классов φl, либо не существуют, либо образуют некоторое множество Ψk, k = 0, 1, 2, …, k 
< n, которое исключается из операции проецирования (множество Ψk называется цен-
тром (k = 0) или ядром (k > 0) проецирования). 
Фактор-множествами пространства E3 по отношению эквивалентности ∆, представляю-

щими собой инцидентность прообраза β и образа α одному проецирующему классу, могут 
быть следующие. 

 
Рисунок 1 – Представление опе-
рации проецирования как отно-

шения эквивалентности 
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α(α1, α2, …, αn) во множестве Qn выделяется подмножество Φn-2. При непрерывном измене-
нии значений этих двух параметров, получается непрерывное двухпараметрическое множе-
ство (n-2)-мерных подмножеств, представляющих собой классы эквивалентности, попарно 
непересекающиеся и непрерывно заполняющие всѐ множество Qn. Обобщение рассуждения 
приводит к выводу, что при фиксировании m параметров в наборе α(α1, α2, …, αn), m < n, ис-
ходное множество Qn разбивается на m-параметрическое множество (n-m)-мерных классов 
эквивалентности, в каждом из которых содержится (n-m) параметрическое множество эле-
ментов из множества Qn. Очевидно тождество m + (n-m) = n. Пусть l = (n-m). Тогда разбиение 
множества Qn на классы эквивалентности имеет вид: Φm(l)Qn, m + l = n, где Φm(l) есть m-
мерное фактор-множество, состоящее из l-мерных классов эквивалентности φl. Таким обра-
зом, можно записать в символьном виде: 

Φm(l) Qn,   Φm(l) =
m
 φ(l),   m + l = n,                                             (1) 

где 
m
 φ(l) – это непрерывное m-параметрическое объединение l-мерных классов эквивалент-

ности φ(l). Очевидно, операция факторизации множества Qn в общем случае не единственна. 
Представление инцидентности как отношения эквивалентности позволяет перейти к 

представлению операции проецирования в пространстве En, тоже как отношения эквива-
лентности.  

В пространстве En между множествами A и B могут быть 
установлены различные соответствия, если сопоставить эле-
менту α A один или множество элементов β B (см. рису-
нок 1). Сопоставление может быть выполнено конструктивно, 
т.е. путѐм соответствующих построений. Пусть пространство 
En разбито на классы эквивалентности согласно схеме на ри-
сунке 1. Для этого образ β и прообраз α в конструктивном со-
ответствии должны принадлежать одному классу эквивалент-
ности φl, который называется проецирующим классом. При 
этом под отношением эквивалентности ∆ понимается инци-
дентность элементов α и β одному проецирующему классу φl 
[13]. При разбиении пространства En на проецирующие клас-
сы необходимо выполнение некоторых условий: 
 через каждый прообраз α проходит один класс эквива-

лентности φl; 
 элементы-прообразы, через которые проходит множество 

классов φl, либо не существуют, либо образуют некоторое множество Ψk, k = 0, 1, 2, …, k 
< n, которое исключается из операции проецирования (множество Ψk называется цен-
тром (k = 0) или ядром (k > 0) проецирования). 
Фактор-множествами пространства E3 по отношению эквивалентности ∆, представляю-

щими собой инцидентность прообраза β и образа α одному проецирующему классу, могут 
быть следующие. 

 
Рисунок 1 – Представление опе-
рации проецирования как отно-

шения эквивалентности 

 

 E3→ Φ2(1), Φ2(1)  E3, Φ2(1) =
2
 φ1 – двухпараметрическое множество линий. Например, 

связка прямых с собственным или несобственным центром – ядром проецирования, либо 
конгруэнция прямых – множество прямых, пересекающих две заданные линии (фокаль-
ные линии конгруэнции). 

 E3→ Φ1(2), Φ1(2)  E3, Φ1(2) =
1
 φ2 – однопараметрическое множество плоскостей или по-

верхностей. 

2 Алгоритмы конструктивного определения множества пересечения 
Известно, что если два множества Am и Bq в пространстве En пересекаются, то размер-

ность p множества их пересечения определяется формулой [2]: p = m + q - n. В пространстве 
E3 возможны следующие варианты пересечений. 
 m = q = 2, p = 1 (линия, либо конечное число линий). 
 m = 1, q = 2 или m = 2, q = 1, следовательно, p = 0 (точка или конечное число точек). 

Применение для пересекающихся множеств A2 и B2 пространства E3 операции разбиения 
на классы эквивалентности имеет вид:  

A2→ Φ1(1),   Φ1(1)  A2,   Φ1(1) = 
1
 φ1;   B2 = Ψ1(1),   Ψ1(1)  B2,   Ψ1(1) = 

1
 ψ1. 

В таком случае для их множества пересечения можно записать: 
Φ1(1)  Ψ1(1) = (

1
 φ1) (

1
 ψ1).                                             (2) 

Если предположить, что существует множество пересечения (2), то оно будет представ-
лять собой объединение попарных пересечений классов эквивалентности φ1 и ψ1:  
φ1ψ1 = c0  (

1
 φ1) (

1
 ψ1) = 

1
 c0 = C1(0) – однопараметрическое множество точек, т.е. ли-

ния. 
Из формулы размерности множества пересечения p = m + q - n, применѐнной для классов 

эквивалентности φ1 и ψ1, получается, что при p = 0 и m = q = 1 элемент пересечения c0 может 
быть получен при условии, что n = 2. Это значит, что классы φ1 и ψ1 должны принадлежать 
одному двумерному множеству Σ2, т.е. плоскости или поверхности. Таким образом: 
(

1
 φ1) (

1
 ψ1)=

1
 (φ1ψ1)=

1
 c0, где c0Σ2, т.к. φ1Σ2, ψ1Σ2 и C1(0)=

1
 c0

1
 Σ2=Φ1(2)E3, 

где Φ1(2) – непрерывное однопараметрическое множество плоскостей (или поверхностей) 
представляет собой фактор-множество пространства E3.  

Исходя из изложенного, можно предложить следующий алгоритм конструктивного 
определения множества пересечения C1(0) = A2B2. 

Алгоритм 1: 
1) Φ1(2)  E3, Φ1(2) = 

1
 Σ2{Σi

2} = {Σ1
2, Σ2

2, …, Σn
2} 

2) Σi
2A2 = φi

1 
3) Σi

2B2 = ψi
1 

4) φi
1ψi

1 = ci
0 – точка или конечное множество точек 

•  {ci
0} = {c1

0, c2
0, …, ck

0}
1
 c0 = C1(0)  

Пункт 1 алгоритма 1 означает получение дискретного множества {Σi
2} плоскостей или 

поверхностей, а запись в итоговом пункте {c1
0, c2

0, …, ck
0}

1
 c0 означает преобразование 

дискретного множества точек {ci
0} в непрерывное множество точек 

1
 c0 = C1(0), т.е. в иско-

мую линию пересечения A2B2 = C1(0) на основе интерполяции множества {ci
0}. 
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Использование классов эквивалентности φ1  A2 и ψ1  B2 простейшей геометрической 
формы имеет важное практическое значение при построении линии пересечения поверхно-
стей A2 и B2 в пространстве E3. Поэтому формирование фактор-множества Φ1(2)  E3 целесо-
образно выполнить следующим образом. 
1) Одно из пересекающихся множеств A2 или B2 представляется в виде его фактор-

множества Φ1(1), например: A2→ Φ1(1), Φ1(1)  A2, Φ1(1) = 
1
 φ1. 

2) Полученное множество Φ1(1) расширяется на всѐ пространство E3 для получения фактор-
множества пространства: 

1
 φ1→ 

2
 φ1 = Φ2(1), Φ2(1)  E3. 

Геометрическая схема формирования фактор-множества Φ2(1)  E3 и последующие опе-
рации, направленные на конструктивное определение линии пересечения A2B2, могут быть 
представлены в виде алгоритма 2. 

Алгоритм 2 (см. рисунок 2). 
1) A2→ Φ1(1), Φ1(1)  A2, Φ1(1) = 

1
 φ1 

2) 
1
 φ1→ 

2
 φ1 = Φ2(1), Φ2(1)  E3 

3) B2→ Ψ1(1), Ψ1(1)  B2, Ψ1(1) = 
1
 ψ1 

4) Вводится плоскость отображения (проекции) Π 
5) A2→AΠ

1 = CΠ
1(0) – след проецирующей поверхности A2 и одновременно φ-проекция иско-

мой линии пересечения C1(0) 
6) 

1
 ψ1 →

1
 ψΠ

1 

7) cΠ
0 = AΠ

1ψΠ
1 

8) cΠ
0→ C0, c0 ψ1 

•  {cΠ
0} = { cΠ1

0, cΠ2
0, …, cΠk

0}интерполяция 
1
 cΠ

0 = CΠ
1(0) 

•  {c0} = { c1
0, c2

0, …, ck
0}интерполяция 

1
 c0 = C1(0) – решение задачи 

Если в условии задачи (алгоритм 2) по определению линии пересечения A2B2 заменить 
поверхность B2 на линию B1, то получится задача нахождения пересечения A2B1 = С0 (точ-
ка или конечное число точек). Для еѐ решения можно использовать алгоритм 2 с заменой 
B2→B1, приводящей к некоторым сокращениям и упрощениям операторов этого алгоритма. 
Конструктивная интерпретация изменѐнного алгоритма представлена на рисунке 3. 

Неоднозначность в выборе фактор-множества Φ2(1)E3 позволяет получать, с учѐтом 
конкретных форм пересекающихся поверхностей и линий, различные решения одной и той 
же позиционной задачи на пересечение. Например, решение предыдущей задачи A2B1 = С0 
может быть выполнено, если в качестве проецирующего фактор-множества Σ2(1) = 

2
 σ1,    

Σ2(1)E3 рассмотреть двухпараметрическое множество 
2
 σ1 линии σ1, а плоскость Π отобра-

жения заменить на саму поверхность A2. Тогда однопараметрическим множеством проеци-
рующих линий σ1, образующих проецирующую поверхность 

1
 σ1 при пересечении с линией 

B1, последняя отображается в свой образ BA
1, и точка С0 = B1BA

1 (или конечное множество 
таких точек) будет искомым решением рассматриваемой задачи (см. рисунок 4). 
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Использование классов эквивалентности φ1  A2 и ψ1  B2 простейшей геометрической 
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стей A2 и B2 в пространстве E3. Поэтому формирование фактор-множества Φ1(2)  E3 целесо-
образно выполнить следующим образом. 
1) Одно из пересекающихся множеств A2 или B2 представляется в виде его фактор-

множества Φ1(1), например: A2→ Φ1(1), Φ1(1)  A2, Φ1(1) = 
1
 φ1. 

2) Полученное множество Φ1(1) расширяется на всѐ пространство E3 для получения фактор-
множества пространства: 

1
 φ1→ 

2
 φ1 = Φ2(1), Φ2(1)  E3. 

Геометрическая схема формирования фактор-множества Φ2(1)  E3 и последующие опе-
рации, направленные на конструктивное определение линии пересечения A2B2, могут быть 
представлены в виде алгоритма 2. 

Алгоритм 2 (см. рисунок 2). 
1) A2→ Φ1(1), Φ1(1)  A2, Φ1(1) = 

1
 φ1 

2) 
1
 φ1→ 

2
 φ1 = Φ2(1), Φ2(1)  E3 

3) B2→ Ψ1(1), Ψ1(1)  B2, Ψ1(1) = 
1
 ψ1 

4) Вводится плоскость отображения (проекции) Π 
5) A2→AΠ

1 = CΠ
1(0) – след проецирующей поверхности A2 и одновременно φ-проекция иско-

мой линии пересечения C1(0) 
6) 

1
 ψ1 →

1
 ψΠ

1 

7) cΠ
0 = AΠ

1ψΠ
1 

8) cΠ
0→ C0, c0 ψ1 

•  {cΠ
0} = { cΠ1

0, cΠ2
0, …, cΠk

0}интерполяция 
1
 cΠ

0 = CΠ
1(0) 

•  {c0} = { c1
0, c2

0, …, ck
0}интерполяция 

1
 c0 = C1(0) – решение задачи 

Если в условии задачи (алгоритм 2) по определению линии пересечения A2B2 заменить 
поверхность B2 на линию B1, то получится задача нахождения пересечения A2B1 = С0 (точ-
ка или конечное число точек). Для еѐ решения можно использовать алгоритм 2 с заменой 
B2→B1, приводящей к некоторым сокращениям и упрощениям операторов этого алгоритма. 
Конструктивная интерпретация изменѐнного алгоритма представлена на рисунке 3. 

Неоднозначность в выборе фактор-множества Φ2(1)E3 позволяет получать, с учѐтом 
конкретных форм пересекающихся поверхностей и линий, различные решения одной и той 
же позиционной задачи на пересечение. Например, решение предыдущей задачи A2B1 = С0 
может быть выполнено, если в качестве проецирующего фактор-множества Σ2(1) = 

2
 σ1,    

Σ2(1)E3 рассмотреть двухпараметрическое множество 
2
 σ1 линии σ1, а плоскость Π отобра-

жения заменить на саму поверхность A2. Тогда однопараметрическим множеством проеци-
рующих линий σ1, образующих проецирующую поверхность 

1
 σ1 при пересечении с линией 

B1, последняя отображается в свой образ BA
1, и точка С0 = B1BA

1 (или конечное множество 
таких точек) будет искомым решением рассматриваемой задачи (см. рисунок 4). 

 

 

  
Рисунок 2 – Конструктивная интерпретация  

алгоритма 2 
Рисунок 3 – Конструктивная интерпретация  

изменѐнного алгоритма 2 

 

3 Реализация конструктивных алгоритмов  
Реализацию автоматизированного решения позици-

онных задач на пересечение геометрических объектов в 
пространстве E3 можно показать на примерах.  

В задачах с пересекающимися объектами часто ис-
пользуются поверхности различных геометрических 
форм. Для аналитического и компьютерного моделиро-
вания поверхностей на этапе подготовки исходных дан-
ных в решении позиционных задач используются раз-
личные методы их формообразования, например, криво-
линейного проецирования [14]. 

Пример 1. В декартовой системе координат Oxyz задана плоскость (1, 2, 3) координатами 
трѐх точек 1, 2 и 3 (см. рисунок 5). Задана также прямая линия (9,10) координатами точек 9 и 
10. Требуется определить точку пересечения прямой и плоскости. 

Решение задачи выполнено в САПР КОМПАС-3D, используя соответствующий функци-
онал системы. Поэтапное решение задачи представлено в дереве построений и выполняется в 
следующей последовательности. 
1) проводится ось (прямая) через точки 9 и 10 и строится плоскость (1,2,3); 
2) в соответствии с алгоритмом, конструктивная интерпретация которого представлена на 

рисунке 4, задаѐтся направление отображения прямой (9,10) на плоскость отображения 
(1,2,3); направление задаѐтся прямой a, которая принадлежит конгруэнции параллельных 
прямых, представляющих собой проецирующие классы эквивалентности и образующих 
фактор-множество 1 2(1) 3

2
a E    ; 

3) прямая (9,10) отображается проецирующими классами эквивалентности в прямую 
(20,21) на плоскости отображения (1,2,3); 

4) точка 22 является решением задачи: 22 = (9,10) (20,21). 
 
 

 
Рисунок 4 – Конструктивная интерпре-

тация алгоритма решения задачи  
A2B1 на основе фактор-множества  

Σ2(1) = 
2
 σ1→

1
 σ1 
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Рисунок 5 – Дерево построений (слева) и решение задачи (справа) в примере 1 

Пример 2. Требуется построить линию пересечения двух поверхностей вращения с пере-
секающимися осями. В определитель первой поверхности вращения Q(a,m) входит еѐ ось a и 
полумеридиан m, позволяющие перейти к формированию поверхности (см. дерево построе-
ний на рисунке 6).  

 
Рисунок 6 – 3D-моделирование линии пересечения поверхностей вращения  

(этап 1: формирование исходных данных) 

Для второй поверхности вращения G(b,n) еѐ формирование выполнено вращением полу-
меридиана n относительно оси b. Координатной плоскости ZX принадлежат составные очер-
ки ( ,m m) и ( ,n n ) исходных поверхностей Q и G соответственно. Точки пересечения этих 
очерков ( , ) ( , ) 11,12m m n n    (две точки) служат опорными точками искомой линии пересече-
ния исходных поверхностей. На рисунке 6 приведена сфера (a, c18), построенная как по-
верхность вращения по оси a и полуокружности c18 с центром на оси a. Сфера (a, c18) пере-
секает поверхности G и Q по окружностям s9 и s10 соответственно, общие точки 26 и 27 ко-
торых принадлежат искомой линии пересечения Q G . На рисунке 7 в дереве построений 
приведена последовательность построений промежуточных точек линии пересечения и их 
визуализация на 3D-модели на основе использования способа секущих концентрических 
сфер, который соответствует алгоритму 2. Интерполяция полученного пространственного 
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Рисунок 5 – Дерево построений (слева) и решение задачи (справа) в примере 1 
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дискретного ряда даѐт искомую линию пересечения (сплайн 4 в дереве построений) исход-
ных поверхностей вращения Q и G. 

 
Рисунок 7 – 3D-моделирование линии пересечения поверхностей вращения  

(этап 2: формирование дискретного массива промежуточных точек и линии пересечения) 

Пример 3. Рассматривается задача построения линии пересечения двух квадрик: цилин-
дрической поверхности вращения и наклонной круговой конической поверхности, у которых 
имеется одна общая образующая прямая a – компонента линии их пересечения (см. рисунок 
8). Цилиндрическая поверхность G(n,a) определена окружностью основания n, направляю-
щей прямой a – общей образующей пересекающихся поверхностей. Коническая поверхность 

(3, )Q m  определена вершиной в точке 3 на поверхности G и круговым основанием m (см. де-
рево построений на рисунке 9). Для построения линии пересечения заданных поверхностей 
можно использовать алгоритм 2, при этом плоскостью отображения может быть общая плос-
кость оснований m и n заданных поверхностей, а проецирующим фактор-множеством Φ2(1) 
пространства E3 может быть, например, связка прямых с центром в точке 3, либо связка пря-
мых с бесконечно удалѐнным центром, параллельных общей образующей a пересекающихся 
поверхностей G и Q. В первом варианте образом конической поверхности Q на плоскости 
отображения будет окружность m еѐ основания, а образом цилиндрической поверхности G 
будет пучок окружностей с центрами на прямой (5,7); во втором варианте образом поверхно-
сти G на плоскости отображения будет окружность n еѐ основания, а образом поверхности Q 
– пучок прямых с центром в точке 5 (см. рисунок 8). В варианте 1 построение точек искомой 
линии пересечения сводится к определению точек пересечения образующих прямых кониче-
ской поверхности Q с цилиндрической поверхностью G. Этот вариант использован в реше-
нии рассматриваемой задачи, и его последовательность отражена в дереве построений (см. 
рисунок 9). 

В итоге биквадратная линия пересечения заданных квадрик представляется в виде двух 
компонент: пространственной алгебраической кривой третьего порядка Spl и прямой линией 
a. (Порядок пространственной алгебраической кривой есть число точек пересечения кривой 
с плоскостью пространства. Построение точек пересечения образующих конической поверх-
ности Q с цилиндрической поверхностью G может быть выполнено многократным повторе-
нием изменѐнного алгоритма 2).  
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Рисунок 8 – Случай распадения линии  

пересечения двух квадрик: 4=3+1 
Рисунок 9 – Дерево 3D-моделирования линии пересечения  

квадрик (4=3+1) 

Теоретические основы и анализ множества выполненных автоматизированных решений 
позиционных задач на пересечение геометрических объектов в специализированной про-
граммной среде САПР КОМПС-3D позволил определить понятия «геометрическое модели-
рование» и «3D-моделирование». 

Геометрическое моделирование - это математическое моделирование геометрических 
объектов пространства, в частности евклидова пространства E3.  

3D-моделирование – это процесс создания виртуального трѐхмерного представления объ-
екта по его математической модели с помощью специализированного программного обеспе-
чения.  

Предложенные конструктивные алгоритмы для решения позиционных задач могут быть 
использованы при проектировании и изготовлении различных изделий машиностроения. 
Например, при выполнении соединения деталей сварными швами (рисунок 10). Спроектиро-
ванная теоретическая линия пересечения поверхностей деталей задаѐт эквидистантную по 
отношении к ней траекторию перемещения рабочей точки электрода сварочного аппарата. 

В другом случае при формировании переходной или сглаживающей поверхности для 
двух базовых поверхностей детали необходимо вначале определить линию пересечения этих 
поверхностей. Приняв еѐ за направляющую линию переходной поверхности, сформировать 
саму поверхность (рисунок 11). 

Предложенные алгоритмы могут быть использованы как набор дополнительных инстру-
ментов для контроля правильности и точности решений позиционных задач стандартным 
функционалом САПР. На рисунке 12 представлены два решения одной и той же задачи по 
определению линии пересечения двух поверхностей вращения в САПР КОМПАС-3D. Одно 
из них выполнено в соответствии с алгоритмом 2 и является теоретически верным (справа).  

Линия пересечения представляет собой две пересекающиеся плоские кривые (эллипсы a 
и b). Другое решение (слева), выполненное при тех же исходных данных стандартным функ-
ционалом КОМПАС-3D, является ошибочным: имеются две пространственные кривые (c и 
d). Очевидно, технологическое формообразование детали по линии пересечения должно вы-
полняться по варианту справа. В этом случае соединение составных поверхностей детали на 
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основе сварного шва будет производиться электродом сварочного аппарата по двум плоским 
траекториям за одну установку в отличие от варианта слева с двумя разомкнутыми про-
странственными траекториями.  

 

 

 
Рисунок 12 - Визуализация линии пересечения двух поверхностей вращения, построенной  

в САПР КОМПАС-3D: слева - с использованием стандартного функционала; справа - с использованием функ-
ционала, реализующего предложенный алгоритм 2 

Заключение 
Выполненное в работе теоретико-множественное обоснование способов решений пози-

ционных задач на пересечение в пространстве E3 позволило создать единый фундамент для 
разработки конструктивных алгоритмов решений указанных задач. Предложенные алгорит-
мы решений реализованы конструктивно в пространстве и не привязаны к известным техно-
логиям проекционных решений позиционных задач. 

Использование конструктивных алгоритмов и программных возможностей современных 
САПР позволило получить компьютерные решения позиционных задач на пересечение. 
Предложенные алгоритмы конструктивных решений могут быть рекомендованы к примене-
нию в проектной и конструкторской практике при формообразовании изделий машинострое-
ния с учѐтом линий пересечения поверхностей их конструктивных элементов. 

 

 
Рисунок 10 - Сварные швы, выполняемые по линии  

пересечения поверхностей соединяемых деталей 
Рисунок 11 - Переходная поверхность на осно-
ве линии пересечения базовых поверхностей 
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Abstract  
This paper presents the theoretical foundations for an approach to automated solutions of positional problems involving 
intersections of geometric objects in Euclidean space. A conceptual framework is developed based on concepts and def-
initions related to the equivalence relation known in set theory. This framework includes: an equivalence relation de-
fined on the set of geometric objects in Euclidean space; the dimension and factorization of the object set, represented 
as a collection of equivalence classes; and the projected factor set of space. A set-theoretic basis for representing the 
projection operation is provided, enabling the development of constructive algorithms to solve positional problems in-
volving intersections of spatial geometric objects. These algorithms have been implemented within the KOMPAS-3D 
CAD environment. The theoretical foundations and analysis of the algorithm functionality establish definitions for "ge-
ometric modeling" and "3D modeling." The proposed approach to automating positional problem solutions essentially 
constitutes a 3D model of these solutions through the creation of a virtual model. The paper includes examples of auto-
mated 3D solutions to intersection problems, descriptions of the algorithms used in their design, and examples of practi-
cal applications of these algorithms. 
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