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Аннотация
Рассмотрена задача оптимизации неполностью определённых функций, т.е. функций с параметрами, 
заданными лишь с точностью до интервала. Дан обзор существующих подходов к решению задач опти-
мизации неполностью определённых функций с различными видами неопределённости. Описана мате-
матическая постановка задачи оптимизации функции с интервальными параметрами и метод ее реше-
ния путем сведения к двум задачам оптимизации полностью определённых функций, т.е. функций с 
точно известным параметрами (метод детерминизации). Показано, что решение проблемы оптимизации 
неполностью определённых функций требует также рассмотрения задачи определения устойчивости 
оптимума к варьированию значений параметров функции. В связи с этим введены понятия макроустой-
чивости и микроустойчивости задачи оптимизации полностью определенной функции. Даны необходи-
мые и достаточные условия макроустойчивости задачи оптимизации полностью определенной функ-
ции. Приведен алгоритм проверки макроустойчивости. Дан пример проверки макроустойчивости кон-
кретной задачи с помощью этого алгоритма (задача о назначениях). Приведен также алгоритм проверки 
микроустойчивости задачи оптимизации полностью определенной функции. Для решения указанных 
задач используются методы интервальной математики.
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Введение
Сегодня в мире имеется обширная литература по оптимизации различных систем с де-

терминированными параметрами – технических, экономических и т.д. Соответствующие за-
дачи формулируются как задачи математического программирования с целевыми функциями и 
функциями ограничений, параметры которых являются детерминированными величинами. 
При этом на практике чаще встречаются системы с недетерминированными параметрами. 
Оптимизация таких систем обычно формализуется в виде задач математического программиро-
вания с целевыми функциями и функциями ограничений, параметры которых суть различные 
недетерминированные величины: случайные, нечеткие, интервальные и т.д. Эти задачи
сложнее детерминированных. Они требуют обобщения понятия экстремума функции, выяс-
нения условия его существования, связанных с недетерминированностью параметров функ-
ции, и создания специальных методов поиска экстремума таких функций.

Известно три различных подхода к решению недетерминированных задач математиче-
ского программирования: детерминированный, вероятностный [1] и интервальный [2]. Де-
терминированный подход заключается в решении задачи для определенных значений ее па-
раметров, выбранных внутри заданных областей неопределенности. Вероятностный подход со-
стоит в решении задачи для усредненных (ожидаемых, в смысле математического ожидания) 
значений ее параметров, что предполагает задание вероятностной меры внутри их областей 
неопределенности. Оба указанных подхода объединяет предварительная детерминизация па-
раметров задачи, выполняемая перед ее оптимальным решением. В отличие от них, интерваль-
ный подход не предполагает никакой детерминизации параметров, которые задаются в ин-
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тервальной форме. В данном подходе оптимальное решение задачи проводится на основе 
прямого сравнения недетерминированных значений целевой функции, соответствующих раз-
личным значениям вектора аргументов, и выбора оптимального значения данной функции. 
Достоинства и недостатки указанных подходов рассмотрены в [1–8]. Соответствующий крат-
кий обзор дан в работе [9].

Изложенные подходы объединяет одна существенная черта – все они предназначаются для 
решения задач оптимизации, в которых параметры целевых функций и функций ограничений 
точно неизвестны. Поэтому может оказаться, что действительные значения параметров зада-
чи отличаются от тех, которые были приняты в процессе отыскания решения. В этом случае 
для того, чтобы найденное оптимальное решение задачи имело содержательный смысл, нужно, 
чтобы оно еще обладало следующим свойством: при небольшом варьировании значений пара-
метров задачи ее оптимальное решение должно по-прежнему существовать. При этом точка, 
в которой достигается оптимум целевой функции, может переместиться из исходного поло-
жения в новое положение, которое, однако, должно быть близко к исходному. Другими слова-
ми, требуется, чтобы найденное оптимальное решение неполностью определенной (недетер-
минированной) задачи математического программирования было устойчивым относительно 
небольших количественных изменений ее параметров.

1 Постановка задачи
В процессе постановки настоящей задачи мы отталкиваемся от постановки задачи в на-

шей работе [9].
Пусть задана некоторая непрерывная функция n вещественных переменных
(1) ),...,( 1 nxxFy = ,

где параметры (коэффициенты) ее явного представления lkpk ,1, = , известны точно. Будем 
рассматривать функцию (1) в ограниченной области, определяемой системой ограничений

(2) },1,),...,(Ф 1 mibxx ini =≤ ,

имеющей точные параметры tsqs ,1, = , явного представления функций ограничений iФ и 
правые части ib . Тогда относительно функции (1) можно сформулировать полностью опреде-
ленную задачу условной оптимизации (математического программирования)

(3) max),...,( 1 =nxxF ,

при условии

(4) },1,),...,(Ф 1 mibxx ini =≤ .

Теперь предположим, что в задаче оптимизации (3), (4) параметры явного представления 
целевой функции F и функций ограничений iФ , а также правые части ограничений ib из-
вестны не точно, а приближенно. Тогда, в соответствии со сказанным в Ведении, мы должны 
вместе с задачей условной оптимизации (3), (4) рассматривать еще задачу проверки устойчи-
вости решения задачи (3), (4) относительно небольших изменений ее параметров.

В отличие от существующих методов [5] изучения устойчивости решения задач оптимиза-
ции, будем рассматривать все возможные количественные значения каждого параметра зада-
чи как единое целое. Это позволит задавать все возможные количественные значения пара-
метров задач оптимизации в теоретико-множественных терминах. Простейший способ такого 
задания состоит в том, чтобы задать совокупность указанных значений параметров задачи в 
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виде соответствующих числовых интервалов. Преимущество этого подхода к изучению устой-
чивости решения задач оптимизации в том, что возникает возможность изучать устойчивость с 
помощью хорошо разработанных методов интервальной математики [10].

Итак, совместно с полностью определенной задачей (3), (4) мы должны рассмотреть произ-
водную от нее интервальную задачу условной оптимизации

(5) max),...,(~
1 =nxxF ,

при условии

(6) },1,~),...,(Ф~ 1 mibxx ini =≤ .

Целевая функция F~ интервальной задачи оптимизации (5), (6) получается из целевой 
функции F искомой, полностью определенной задачи оптимизации (3), (4) путем замены ее 
точных параметров lkpk ,1, = , соответствующими интервальными параметрами

lkppp kkk ,1],,[~
21 == . Аналогично, любая функция ограничений mii ,1,Ф~ = , интервальной зада-

чи (5), (6) получается из соответствующей функции mii ,1,Ф = , исходной полностью опреде-

ленной задачи (3), (4) заменой ее точно известных параметров mitsqsi ,1,,1, == , соответст-

вующими интервальными параметрами mitsqqq sisisi ,1,,1],,[~
21 === . Так же интервальные па-

раметры mi,bi ,1~
= , в ограничениях интервальной задачи (5), (6) заменяют собой соответст-

вующие точно известные параметры mi,bi ,1= в ограничениях исходной, детерминирован-
ной задачи оптимизации (3), (4).

Будем называть полностью определенную задачу условной оптимизации (математического
программирования) (3), (4) макроустойчивой, если она имеет решение и, кроме того, имеет 
решение производная от нее интервальная задача оптимизации (5), (6).

Далее, будем называть полностью определенную задачу условной оптимизации (матема-
тического программирования) (3), (4) микроустойчивой, если она макроустойчива и, сверх то-
го, существует пара решений ),( xx ′′′ , где ),...,( 1 nxxx ′′=′ – некоторая точка решения задачи оп-
тимизации (3), (4), а ),...,( 1 nxxx ′′′′=′′ – некоторая точка решения задачи (5), (6), расстояние меж-
ду которыми ),( xxD ′′′ не превосходит заданной достаточно малой величины d . Задача настоя-
щего исследования – разработать алгоритмы определения макро- и микроустойчивости пол-
ностью определенных задач условной оптимизации типа (3), (4).

2 Математический аппарат
В основу решения поставленной задачи положим аппарат интервальной математики [10],

где алгебраические операции над интервальными числами ],[~],,[~
2121 bbbaaa == ,... вводятся 

как следующие теоретико-множественные конструкции
(7) }~|{~},~,~|{~~},~,~|{~~ aakaakbbaabababbaababa ∈=∈∈−=−∈∈+=+ ,...

и т.д. Другими словами, любая операция над интервалами определяется на основе соответст-
вующей операции над точечными величинами, при условии, что конкретные значения вели-
чин пробегают все возможные значения из соответствующих интервалов. Из введенных ал-
гебраических операций над интервалами вытекают простые правила выполнения операций:
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Введем теперь операции сравнения интервальных чисел. Единственное разумное здесь, 
согласно [2, 8, 10] – реализовать операцию сравнения интервалов на теоретико-множественном 
уровне, подобно алгебраическим операциям над интервалами (7). Так, введем операции взя-
тия максимума ∨ и минимума ∧ интервальных чисел ],[~

21 aaa = и ],[~
21 bbb = в виде конст-

рукций
(9) }~,~|{~~},~,~|{~~ bbaabababbaababa ∈∈∧=∧∈∈∨=∨ .
Свойства введенных операций сравнения интервальных чисел (9) определяются ниже-

следующими теоремами (подробнее см. [2, 8, 10]).
Теорема 1. Для сравнимости двух интервалов ],[~

21 aaa = и ],[~
21 bbb = и их нахождения 

между собой в отношении ba ~~ ≥ необходимо и достаточно, чтобы одноименные границы этих
интервалов удовлетворяли условиям

(10) 2211 , baba ≥≥ ,

а для сравнимости этих интервалов и их нахождения между собой в отношении ba ~~ ≤ – что-
бы удовлетворялись следующие условия:

(11) 2211 , baba ≤≤ .

Теорема 2. Для несравнимости двух интервалов ],[~
21 aaa = и ],[~

21 bbb = , т.е. для того, 
чтобы они не находились ни в отношении ba ~~ ≥ , ни в отношении ba ~~ ≤ , необходимо и доста-
точно, чтобы одноименные границы интервалов удовлетворяли условиям

(12) 22112211 ,или, ababbaba ><>< .

Теорема 3. Для существования в системе интервалов )],...2(),2([)2(~)],1(),1([)1(~
2121 aaaaaa ==

максимального интервала необходимо и достаточно, чтобы его границы располагались отно-
сительно одноименных границ всех остальных интервалов согласно следующим условиям

(13) ,...)3()1(),2()1(,...;)3()1(),2()1( 22221111 aaaaaaaa ≥≥≥≥

Условия-неравенства (13) записаны для конкретного случая, когда максимальным явля-
ется интервал )1(~a , что не ограничивает общности.

Теорема 4. Для существования в системе интервалов )],...2(),2([)2(~)],1(),1([)1(~
2121 aaaaaa ==

минимального интервала необходимо и достаточно, чтобы его границы были расположены от-
носительно одноименных границ всех остальных интервалов согласно условиям

(14) ,...)3()1(),2()1(,...;)3()1(),2()1( 22221111 aaaaaaaa ≤≤≤≤

Условия (14), аналогично условиям (13), записаны для случая, когда минимальным явля-
ется интервал )1(~a , что не ограничивает общности.

Теоремы 1–4 примечательны тем, что сводят сравнение интервальных чисел к сравнению 
границ соответствующих интервалов.
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3 Макроустойчивость задачи условной оптимизации
Обратимся к полностью определенной задаче условной оптимизации (3), (4) и опишем 

метод установления макроустойчивости этой задачи. Задача (3), (4) по определению (см. раз-
дел 1) является макроустойчивой, если она сама и производная от нее интервальная задача ус-
ловной оптимизации (5), (6) имеют решения. Существование решения полностью опреде-
ленной задачи условной оптимизации (3), (4) обычно можно установить с помощью общеиз-
вестных методов решения задач математического программирования, решая соответствую-
щую задачу [11–13]. Сложнее обстоит дело с проверкой существования решения неполностью 
определенной (интервальной) задачи условной оптимизации (5), (6). Здесь эффективным оказы-
вается применение детерминизационного метода решения задач интервальной оптимизации 
[2, 8, 14].

Интервальная задача условной оптимизации (5), (6) имеет интервальную целевую функ-
цию ),...,(~

1 nxxF , интервальные функции ограничений mi ,1,Ф~ , в левых частях ограничений и 

интервальные параметры mibi ,1,~
= , в правых частях. Используя формулы элементарных пре-

образований интервалов (8), функции F~ и iФ~ можно представить явно в интервальной фор-

ме. Так же можно представить и параметры ib~ . Все эти представления записываются в виде

(15)
.,1],,[~

,,1)],,...,(Ф),,...,(Ф[),...,(Ф~
)],,...,(),,...,([),...,(~

21

12111

12111

mibbb
mixxxxxx

xxFxxFxxF

iii

ninini

nnn

==
==

=

Алгоритм получения представлений (15) покажем на примере одной достаточно общей 
задачи оптимизации типа (5), (6).

Пример 1. Рассмотрим сначала частный случай общей интервальной задачи условной 
оптимизации (5), (6) – интервальную задачу линейного программирования:

].,[~;,1,,1],,[~;,1],,[~
.0,...,0,,1,~~...~

max,~...~

212,1,21

111

11

iiiijijijjjj

ninini

nn

bbbnjmiaaanjccc
xxmibxaxa

xcxc

======
≥≥=≤++

=++

Здесь интервальная целевая функция nnn xcxcxxF ~...~),...,(~
111 ++= , интервальные функции 

ограничений mixaxaxx ninini ,1,~...~),...,(Ф~ 111 =++= , и наконец, интервальные параметры ib~ в 

правых частях ограничений: ],[~
21 iii bbb = . Подставляя в выражения iF Φ~,~ параметры ijj ac ~,~

в явной форме интервалов и умножая эти интервалы на неотрицательные переменные 
nxx ,...,1 , согласно формуле (8), получим необходимые явные интервальные представления 

вида (15) для рассматриваемой нами задачи линейного программирования

.,1],,[~
,,1],~...~),...,(Ф,~...~),...,(Ф[),...,(Ф~

],~...~),...,(,~...~),...,([),...,(~

21

2,12,1121,11,1111

2112121111111

mibbb
mixaxaxxxaxaxxxx

xcxcxxFxcxcxxFxxF

iii

ninininininini

nnnnnnn

==

=++=++==
++=++==

Учитывая полученные представления (15), всю интервальную задачу (5), (6) также мож-
но записать в явном интервальном виде

(16) max)],...,(),,...,([ 1211 =nn xxFxxF ,

(17) },1],,[)],...,(Ф),,...,(Ф[ 211211 mibbxxxx iinini =≤ .
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Согласно представлению (16), (17), задача (5), (6) заключается в том, чтобы найти мак-
симум интервальной функции в области, ограниченной системой интервальных неравенств.

От интервального представления задачи (16), (17) перейдем к ее эквивалентному пред-
ставлению в виде пары полностью определенных (детерминированных) задач условной опти-
мизации, которое уже поддается решению. Для этого сначала по теореме 3 представим интер-
вальное уравнение (16) в виде эквивалентной пары детерминированных уравнений

(18) max),...,(max,),...,( 1211 == nn xxFxxF .

Далее, по теореме 1 представим систему интервальных неравенств (17) в виде эквива-
лентной системы обычных детерминированных неравенств

(19) mibxxbxx iniini ,1,),...,(Ф,),...,(Ф 212111 =≤≤ .

Соединив пару уравнений оптимизации (18) с системой неравенств-ограничений (19), 
получаем совокупность двух полностью определенных задач условной оптимизации вида 
(3), (4)

(20)
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эквивалентную исходной интервальной задаче условной оптимизации (5), (6). Задачу (20) 
будем называть нижней граничной задачей интервальной задачи (5), (6), а задачу (21) – ее 
верхней граничной задачей. Для получения решения интервальной задачи (5), (6) нам нужно
решить ее нижнюю (20) и верхнюю (21) граничные задачи. В общем случае решение нижней 
граничной задачи имеет вид }),({ max,1н FxM , а верхней граничной задачи – вид 

}),({ max,2в FxM .
При этом )(,)( вн xMxM – множества точек решения ),...,( 1 nxxx = нижней и верхней гра-

ничных задач, а max,2max,1 , FF – полученные максимальные значения целевых функций этих 
задач. Решение интервальной задачи оптимизации (5), (6) формируется из решений ее ниж-
ней и верхней граничных задач и имеет вид

(22) }],[~);()({ max,2max,1maxвн
* FFFxMxMx =∩∈ .

Согласно (22), в качестве точки решения *x интервальной задачи оптимизации (5), (6) 
выбирается любая точка из пересечения множеств точек решения ее нижней и верхней гра-
ничных задач, а в качестве максимального значения интервальной целевой функции max

~F – ин-
тервал от максимального значения целевой функции нижней граничной задачи max,1F до макси-
мального значения целевой функции верхней граничной задачи max,2F .

Из выполненного процесса построения решения интервальной задачи вида (5), (6) и оп-
ределения макроустойчивости полностью определенной задачи условной оптимизации (3), 
(4) вытекает следующая основная теорема.

Теорема 5. Для того чтобы полностью определенная задача условной оптимизации (3), 
(4) была макроустойчива, необходимо и достаточно, чтобы: 1) она имела решение; 2) интер-
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вальная задача оптимизации (5), (6), производная от задачи (3), (4), имела нижнюю и верхнюю 
граничные задачи, обладающие решениями; 3) множества решений нижней граничной задачи и 
верхней граничной задачи интервальной задачи оптимизации (5), (6) пересекались.

Доказательство теоремы 5 содержится непосредственно в полученном общем решении 
(22) интервальной задачи условной оптимизации (5), (6), при учете определения макроустой-
чивости полностью определенной задачи оптимизации (3), (4).

Теорема 5 определяет следующий алгоритм для проверки произвольной полностью оп-
ределенной задачи условной оптимизации (3), (4), на макроустойчивость.

Шаг 1. Применяя подходящие для конкретного типа целевой функции методы решения 
полностью определенных задач условной оптимизации [11–13], ищем решение ),...,( 1 nxxx ′′=′
задачи (3), (4). Одновременно проверяется и существование (несуществование) решения за-
дачи.

Шаг 2. Задаваясь некоторыми подходящими значениями интервальных параметров целе-
вой функции F , функций ограничений mii ,1,Ф = , и правых частей ограничений mibi ,1, =
полностью определенной задачи условной оптимизации (3), (4), строим производную от нее ин-
тервальную задачу условной оптимизации (5), (6).

Шаг 3. Используя формулы интервальной математики (8), выражающие результаты эле-
ментарных преобразований интервалов, представляем целевую функцию F~ , функции огра-
ничений mii ,1,Ф~ = , а также правые части ограничений mibi ,1,~

= , интервальной задачи услов-
ной оптимизации (5), (6) в интервальной форме (15).

Шаг 4. По найденным на шаге 3 интервальным представлениям функций miF i ,1,Ф~,~ = , и

параметров mibi ,1,~
= , формируем нижнюю (20) и верхнюю (21) граничные задачи интерваль-

ной задачи условной оптимизации (5), (6).
Шаг 5. Используя те же самые методы,  что и на шаге 1,  ищем решения оптимизацион-

ных задач (20) и (21). Одновременно с этим проверяем существование или несуществование 
решений указаных задач. Полные решения задач условной оптимизации вида (20, (21) имеют 
соответственно вид }),({},),({ max,2вmax,1н FxMFxM , где )(н xM – множество точек x решения
нижней, )(в xM – множество точек x решения верхней граничной задачи.

Шаг 6. Проверяется наличие (отсутствие) пересечения найденных в результате решения 
задач (20) и (21) множеств )(),( вн xMxM .

Итог. Если в результате работы алгоритма выяснилось, что полностью определенная за-
дача условной оптимизации (3), (4) имеет решение, а производная от нее интервальная зада-
ча условной оптимизации (5), (6) имеет нижнюю и верхнюю граничные задачи, обладающие 
решениями, причем множества этих решений пересекаются, то задача оптимизации (3), (4) 
является макроустойчивой. В противном случае задача (3), (4) не является макроустойчивой.

Пример 2 (задача о назначениях). Имеется 3 работы и 3 исполнителя. Заданы доходы ija

от выполнения любой j -й работы любым i -м исполнителем )3,1,( =ji . Требуется распреде-
лить работы между исполнителями так, чтобы каждый из них выполнял ровно одну работу, и, 
кроме того, суммарный доход от выполнения всех работ был максимальным. Введя множество
неизвестных матриц назначений }1,0{, ∈= ijij xxX , где 1=ijx , если i -й исполнитель выполня-
ет j -ю работу, и 0=ijx в противном случае, задачу можно записать математически в виде

∑∑∑∑
=== =

==≡Φ==≡Φ=≡
3

1
2

3

1
1

3

1

3

1
3,1,1)(;3,1,1)(условиипри,max)(

j
ijij

i
ijij

i j
ijijij ixxjxxxaxF .
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Видим, что наша задача – частный случай полностью определенной задачи условной оп-
тимизации (3), (4). Проверим эту задачу на макроустойчивость, используя изложенный алго-
ритм.

Шаг 1. Для определенности конкретизируем матрицу доходов ijaA = в виде матрицы с 
точно известными параметрами

443
344
332

=A

и решим нашу задачу при этих условиях. Имеется 6 различных матриц назначений X , удов-
летворяющих ограничениям задачи:

001
010
100

,
001
100
010

,
010
001
100

,
100
001
010

,
100
010
001

,
010
100
001

654321 ====== XXXXXX ,

которым соответствуют значения целевой функции 10,9,11,11,10,9 654321 ====== FFFFFF .
Так что решение задачи существует, достигается на матрицах назначений 43 , XX и равно

11
43 ,max == XXFF .

Шаг 2. Согласно описанию данного шага алгоритма (см. выше), задаемся подходящими 
значениями интервальных параметров целевой функции F нашей недетерминированной задачи 
о назначениях в виде заданной неполностью (с точностью до интервалов возможных значений) 
матрицы доходов ],[~~

21 ijijij aaaA == :

554
455
443~,

222
221
221~где],,[~

221121 ===== ijij aAaAAAA .

Имеем производную от решенной полностью определенной задачи условной оптимизации 
интервальную задачу условной оптимизации типа (5), (6)

∑∑
= =

=≡
3

1

3

1
max~)(~

i j
ijijij xaxF ,

при тех же самых условиях-ограничениях, которые существовали и для полностью опреде-
ленной задачи условной оптимизации.

Шаг 3. С помощью формул (8) элементарных преобразований интервалов представляем 
целевую функцию производной задачи F~ в интервальной форме (15)
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Шаг 4. По найденному на шаге 3 интервальному представлению целевой функции F~ и за-
данным условиям-ограничениям формируем нижнюю (20) и верхнюю (21) граничные задачи 
исходной интервальной задачи условной оптимизации
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Шаг 5. Тем же методом, что и на шаге 1, находим решения нижней и верхней граничных 
задач. В нашем случае решение нижней граничной задачи существует, достигается на мат-
рицах назначений 4321 ,,, XXXX и равно 5),.,(1max,1 4321

== XXXXFF . Решение верхней граничной 
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задачи тоже существует, достигается на матрицах назначений 43 , XX и равно 
14),(2max,2 43

== XXFF .
Шаг 6. Проверяем наличие пересечения множеств точек решения нижней и верхней гра-

ничных задач интервальной задачи
∅≠=∩=∩ },{},{},,,{ 43434321 XXXXXXXXMM ВН , т.е. пересечение непусто.

Итог. Исходная полностью определенная задача условной оптимизации типа (3), (4) 
имеет решение. Производная от нее интервальная задача типа (5), (6) имеет нижнюю и верх-
нюю граничные задачи, обладающие решениями, причем множества точек решения этих за-
дач пересекаются. Таким образом, заданная полностью определенная задача условной оптими-
зации типа (3), (4) является макроустойчивой.

4 Микроустойчивость задачи условной оптимизации
Снова обратимся к полностью определенной задаче условной оптимизации (3), (4) и 

опишем метод установления ее микроустойчивости. Из определения микроустойчивости 
(раздел 1) вытекает следующий алгоритм проверки задачи (3), (4) на микроустойчивость.

Шаг 1. С помощью 6-шагового алгоритма, изложенного в п. 4, проверяем задачу (3), (4) 
на макроустойчивость. В случае отрицательного результата (задача (3), (4) не макроустойчива) 
конец алгоритма, с выводом: задача (3), (4) не является микроустойчивой. При положительном 
результате проверки (задача (3), (4) макроустойчива) переход к шагу 2.

Шаг 2. Выбираем некоторую произвольную точку решения ),...,( 1 nxxx ′′=′ задачи (3), (4), 
найденную на шаге 1. После этого добавляем к ней какую-либо точку решения ),...,( 1 nxxx ′′′′=′′
соответствующей интервальной задачи (5), (6), также найденную на шаге 1. В результате по-
лучаем пару решений ),( xx ′′′ указанных двух задач.

Шаг 3. Вычисляем величину расстояния ),( xxD ′′′ между точками решения xx ′′′, указан-
ных двух задач, используя для этого формулу

(23) 22
11 )(...)(),( nn xxxxxxD ′′−′++′′−′=′′′ .

Шаг 4. Проверяем выполнение неравенства, сравнивающего расстояние ),( xxD ′′′ с неко-
торой изначально заданной достаточно малой величиной d :

(24) dxxD ≤′′′ ),( ,
Если условие (24) выполнено, задача оптимизации (3), (4) объявляется микроустойчивой 

и конец алгоритма. В противном случае совершается переход к шагу 2, в котором теперь к 
точке решения ),...,( 1 nxxx ′′=′ задачи (3), (4), найденной на шаге 1, добавляется какая-то дру-
гая точка решения ),...,( 1 nxxx ′′′′=′′ задачи (5), (6) из числа найденных на шаге 1. В результате 
получаем новую пару решений ),( xx ′′′ и т.д.

Итог. Если в результате работы алгоритма после некоторого достаточного числа шагов по-
лучена пара решений ),( xx ′′′ , удовлетворяющая неравенству (24), процедура останавливается 
и задача (3), (4) объявляется микроустойчивой. В противном случае процедура также останав-
ливается, но задача (3), (4) признается не обладающей свойством микроустойчивости.
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Заключение
В статье показано, что проблема оптимизации неполностью определенных функций не мо-

жет ограничиться только отысканием точки оптимума и значения в ней нашей функции, но и 
должна включать в себя задачу определения устойчивости найденного оптимума. Последнее 
означает, что при небольшом варьировании параметров оптимизируемой функции ее оптимум
должен по-прежнему существовать и находиться в точке, близкой к точке исходного оптиму-
ма. Для установления устойчивости оптимума неполностью определенных функций предло-
жена специальная эффективная методика, которая основана на аппарате интервальной матема-
тики. Несколько иные подходы к решению рассмотренной проблемы можно найти в [16–24].
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STABILITY OF UNCERTAIN OPTIMIZATION PROBLEMS
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Abstract
The problem of optimization of not completely defined functions, i.e. functions with parameters set only up to interval
is considered. A review of existing approaches to solving optimization problems of incompletely specified functions 
with different kinds of uncertainty is given. The mathematical formulation of the problem of optimizing the functions 
with interval parameters and the method of its solution by reducing it to two optimization problems of completely de-
fined functions i.e. functions with exactly known parameters (the determination method) is described. It is shown that 
the solution of the optimization problem of not fully defined functions also requires consideration of the problem of 
determining the optimum stability to variations in the values of the function parameters. In this regard, we introduce 
notions of macrostability and microstability of optimization problem of fully defined functions. Necessary and suffi-
cient conditions for the macrostability of optimization problem of completely specified functions are given. An algo-
rithm for checking of macrostability is presented. An example of checking macrostability of particular problem with 
this algorithm (assignment problem) is given. We also present an algorithm for checking microstability of optimization 
problem of fully defined function. To solve such problems methods of interval mathematics are used.

Key words: problem of system optimization, uncertainty, stability of the optimum, variation of parameters, interval ma-
thematics, macrostability, microstabiliry.
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